











以下，全文を通して CAS（計算代数システム）は Magma を用いる．
Magma は豪シドニー大学を中心ととして開発・運営されている計算代数シス
テムである．正式リリースは 1993 年で，その前身は計算代数システム Cayley




Magma は有償ソフトウェアである*3（目安として 1 ライセンス 10 万円
強で，少なくとも 3 年間はアップデート権を保持できる）．しかし Magma
Calculator とよばれるオンライン無料体験版が公開されている．
http://magma.maths.usyd.edu.au/calc/
*1 本稿に関連する研究は JSPS 科研費 JP15K17515 の助成を受けたものです．












Magma を購入すると pdf 版も利用できるが，数千ページの pdf から逆引き
するのはむしろ不便である）．また，最初にチュートリアル “First Steps in
Magma” に目を通しておくとよい．加えて，書籍 “Discovering Mathematics
with Magma”（Springer, 2006）の appendix にもチュートリアルが掲載され
ている．
5.1 Magma の文法・簡単な計算




1行目が入力，2行目が出力である．なお 1行目最初の > は実際に入力する必
要はない．
> Factorization(20170829);
[ <7, 1>, <2881547, 1> ]
関数 Factorization の引数が自然数の場合，その素因数分解を出力する．表







*4 明示的には回数制限はないが，同一 IP から大量にジョブが投げられた場合は通信を制限さ
れる可能性がある．
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> Factorization(n);






Number: 231...（中略）...251 (105 digits)
Factor: 21727894856911 (14 digits)




Number: 21727894856911 (14 digits)
Factor: 3726911 (7 digits)




Number: 3726911 (7 digits)
Pollard Rho
Trials: 8191
Number: 5830001 (7 digits)
Pollard Rho
Trials: 8191
Number: 106...（中略）...941 (92 digits)
No factor found
Time: 0.000
1 composite number remaining
ECM
x: 106...（中略）...941 (92 digits)
Initial B1: 5000, limit: 858248
Initial Pollard p - 1, B1: 45000
Step 1; B1: 5000 [858248], digits: 92, elapsed time: 0.029
Factor: 146234082633259 (15 digits)
84 5． 楕円曲線の計算法入門：実践編（横山）
Cofactor: 729...（中略）...799 (77 digits)
Total ECM time: 0.220
ECM
x: 729...（中略）...799 (77 digits)
Initial B1: 5429, limit: 176526
Step 1; B1: 5429 [176526], digits: 77, elapsed time: 0.000
Step 10; B1: 6106 [176526], digits: 77, elapsed time: 0.240
Step 20; B1: 6906 [176526], digits: 77, elapsed time: 0.550
Step 30; B1: 7756 [176526], digits: 77, elapsed time: 0.889
Factor: 75045259055838983 (17 digits)
Cofactor: 971...（中略）...953 (60 digits)
Total ECM time: 0.919
ECM
x: 971...（中略）...953 (60 digits)
Initial B1: 7756, limit: 16224
Step 1; B1: 7756 [16224], digits: 60, elapsed time: 0.000
Factor: 6722279202985811 (16 digits)
Cofactor: 144526707646708212356380247022426585248301323
(45 digits)
Total ECM time: 0.040
Total time: 1.199
[ <2, 206>, <67, 2>, <271, 1>, <5351, 1>, <3726911, 1>,
<5830001, 1>, <146234082633259, 1>, <6722279202985811, 1>,
<75045259055838983, 1>,
<144526707646708212356380247022426585248301323, 1> ]
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User error: Identifier ’x’ has not been declared or assigned
一変数多項式 x3 + 6x2 + 11x+ 6 を因数分解させようとすると，上記のよう
なエラーメッセージが表示される．これは「変数 x が未定義（何者か指示さ
れていない）ゆえ，計算できない」というエラーである．Magma では通常の







<x + 1, 1>,
<x + 2, 1>,
<x + 3, 1>
]
関数 Factorization に関するエラーをもう一例紹介する．以下は自然数の商







Runtime error in ’Factorization’: Bad argument types
Argument types given: FldRatElt
“Bad argument types” エラーは「本来入力されるべき値や多項式が入ってい
ない」という意味であり，ここでは「入力が自然数ではない」ことが原因であ
る．その直後に “Argument types given: FldRatElt” と出力されており，つ
まり「10000000/20 は 有理数 であるから分解できない」と言っているわけで
ある．FldRatElt は Field of Rational, Element の略である．実際にはこの





[ <2, 5>, <5, 6> ]
X!n が「n を X の元であるとみなす」という意味である．このテクニックは，
lifting や reduction を多用する数論の計算において非常に重宝する．
> Parent(10000000.0/20.0);




> K<a>:= QuadraticField(5); a; Parent(a);
a





> a^2-5 eq Sqrt(5)^2-5;
>> a^2-5 eq Sqrt(5)^2-5;
^
Runtime error in ’eq’: Bad argument types
Argument types given: FldQuadElt[FldRat], FldReElt
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二次体 K = Q(
√
5) を与えて，その生成元を a とする．つまり a =
√
5 であ
る．Magma には平方根を求める関数 Sqrt があるが，これが実数値近似を返
す関数であるのに対して a は exact に
√
5 を保持していることに注目である．
即ち a を 2乗して 5を引くと exact に 0となるが，Sqrt(5) を 2乗して 5を
引くと 0.000... となり，厳密にはこれは 0ではない（打ち切り誤差の可能性を
捨てきれない）．従って，両者がイコールであるか？という問いはナンセンス
であり，上記のようなエラーメッセージが出力される．
> K:=GF(7); s:=K!23; s; Parent(s);
2
Finite field of size 7
有限体 Fp（より一般に Fq；q は素数べき）も扱える．上は F7 において 23が
2であることを示している．なお関数 FiniteField と GF は同じ関数である．














これは 1 ≤ x, y ≤ 10 において x2 + y2 = 89 をみたすような (x, y) ∈ Z⊕2
が存在するかを調べる関数である．もし一つでも見つかれば，その瞬間に計算
を停止して x, y に値を格納する．ここでは x = 5, y = 8 が代入されている．
もし一つも見つからなければ false を返す．exists の代わりに forall と
すれば，1 ≤ x, y ≤ 10 なる全ての (x, y) ∈ Z⊕2 に対して x2 + y2 = 89 が成
り立つかを判定する真偽判定（T/F）関数となる（この場合はもちろん false
を返す）．
> C<i> := QuadraticField(-1);





ば C = Q(√−1) として，C 上の準同型写像を conj と定義する．準同型性を
仮定しない，単なる写像であれば hom の代わりに map とする．その後の -i
の部分は，C の生成元 i（ここでは虚数単位）を −i に写すという意味である．
つまりこれは複素共役を与える写像である．試しに 3 − 4i を入力すれば，降
べき・昇べきが入れ替わるが，確かに複素共役 3 + 4i が出力される．
> G<a,b>:=Sym(4); // symmetric group on 4 elements





群や単数群などを扱うので，この機能は必須である）．上では 4 次対称群 S4
を定義し，その 2 つの生成元のどちらかの位数が 4 であることを確かめてい
る．また S4 が交代群ではないことを確認している．Is... の形の関数は他




Permutation group Gf acting on a set of cardinality 6
Order = 12 = 2^2 * 3
(2, 5)(3, 6)
(1, 4)(3, 6)
(1, 5, 3)(2, 6, 4)
> IsAbelian(Gf);
false
これは Galois 群の計算である．Q 上 6次拡大体なので Galois 群は S6 の部
分群として得られ，その位数は 12 である．また Galois 群はアーベル群では
ないことも分かる．
> IsIsomorphic(Gf,AlternatingGroup(4));
true Mapping from: GrpPerm: Gf to GrpPerm: $, Degree 4,
Order 2^2 * 3
Composition of Mapping from: GrpPerm: Gf to GrpPC and
Mapping from: GrpPC to GrpPC and
Mapping from: GrpPC to GrpPerm: $, Degree 4, Order 2^2 * 3
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実はこの Galois 群は 4次交代群 A4 と同型である．Magma では，それを確か




Number Field with defining polynomial x^12 + 4*x^10 + 10*x^8
+ 34*x^6 - 7*x^4 + 98*x^2 + 49 over the Rational Field
> Factorization(PolynomialRing(S)!f);
[
<$.1 + 1/22806*(-191*b^10 - 295*b^8 - 111*b^6 - 908*b^4
+ 19089*b^2 - 16576), 1>,
<$.1 + 1/22806*(191*b^10 + 295*b^8 + 111*b^6 + 908*b^4
- 19089*b^2 + 16576), 1>,
<$.1 + 1/22806*(-284*b^11 - 1138*b^9 - 3261*b^7
- 11090*b^5 + 2277*b^3 - 42259*b), 1>,
<$.1 + 1/22806*(-284*b^11 - 1138*b^9 - 3261*b^7
- 11090*b^5 + 2277*b^3 - 19453*b), 1>,
<$.1 + 1/22806*(284*b^11 + 1138*b^9 + 3261*b^7
+ 11090*b^5 - 2277*b^3 + 19453*b), 1>,
<$.1 + 1/22806*(284*b^11 + 1138*b^9 + 3261*b^7




y2 + a1xy + a3y = x
3 + a2x
2 + a4x+ a6
を考える．5つの係数を順に入力して，楕円曲線 E/Q を得る．
> E:=EllipticCurve([1,2,3,4,6]); E;
Elliptic Curve defined by y^2 + x*y + 3*y = x^3 + 2*x^2 + 4*x + 6
over Rational Field
とくに簡略化された形




[ 9, 11, 33, 44 ]
> cInvariants(E);








[ <2, 1>, <11, 1>, <17, 1>, <19, 1> ]
各種不変量なども計算できる．最後の入力に現れる $1 は 1 つ前の出力を表
し，ここでは導手の値 7106 とみなされている*7．導手の素因数分解を見ると，
この楕円曲線の bad prime は 2, 11, 17, 19 の 4つであることが分かる．これ
らは関数 BadPrimes でも求められる．
> BadPrimes(E);









Elliptic Curve defined by y^2 + y = x^3 - x over
Rational Field,
Elliptic Curve defined by y^2 + y = x^3 + x^2 - 23*x - 50
over Rational Field,
Elliptic Curve defined by y^2 + y = x^3 + x^2 - 1873*x
*7 同様にして $2 とすれば 2つ前の出力，即ち判別式 −14212 が引用される．なお前節の最
小分解体上での定義多項式の因数分解で出力された $.1 は単なる未定義の変数を表すた
め，この記号 $1 とは全く異なるので注意である．
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- 31833 over Rational Field,










Elliptic Curve defined by y^2 + y = x^3 - x over
Rational Field
続いて Mordell-Weil 群（楕円曲線の有理点全体のなす有限生成アーベル群）
E(Q) を求める．先ほどの楕円曲線 E を引き続き用いる．
> time MordellWeilGroup(E);
Abelian Group isomorphic to Z
Defined on 1 generator (free)
Mapping from: Abelian Group isomorphic to Z
Defined on 1 generator (free) to Set of points of E with




Abelian Group of order 1
この場合は E(Q) ≃ Z であることが分かる．さらにこの楕円曲線に対する
Tate-Shafarevich 群は自明となるから，2-Selmer 群は Z/2Z となる．
> TwoSelmerGroup(E);
Abelian Group isomorphic to Z/2
Defined on 1 generator
Relations:
2*$.1 = 0
Mapping from: Univariate Quotient Polynomial Algebra in theta
over Rational Field
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with modulus theta^3 - 3*theta^2 + 64*theta + 256 to Abelian
Group isomorphic to Z/2
Defined on 1 generator
Relations:









(3/4 : 15/8 : 1)
> 3*pt;
(431/49 : -12377/343 : 1)
> 2*pt+3*pt;
(14907791/2486929 : 54409047141/3921887033 : 1)







Elliptic Curve defined by y^2 + x*y = x^3 - x^2 + 4*x + 4
over Rational Field
> phi;
Elliptic curve isomorphism from: CrvEll: E to CrvEll: MM
Taking (x : y : 1) to (x + 1 : y + 1 : 1)
> phi(E![-1,-3]);
(0 : -2 : 1)
*8 Sage / CoCalc では Infinity と出力される．
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> invphi:=Inverse(phi); invphi;
Elliptic curve isomorphism from: CrvEll: MM to CrvEll: E
Taking (x : y : 1) to (x - 1 : y - 1 : 1)
楕円曲線 E の極小モデル E′ を求める関数 MinimalModel では，第 2の出力
として E から E′ への同型写像を与える．この場合は x 座標，y 座標共に 1
だけ平行移動する写像となり，E 上の点 (−1,−3) が E′ 上の点 (0,−2) に写
る様子が分かる．また逆写像（E′ から E への同型写像）も関数 Inverse を
使えば即座に得られる．
> E:=EllipticCurve([GF(5)|7,5]); E;
Elliptic Curve defined by y^2 = x^3 + 2*x over GF(5)
> Points(E);
{@ (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1) @}
> Twists(E);
[
Elliptic Curve defined by y^2 = x^3 + 2*x over GF(5),
Elliptic Curve defined by y^2 = x^3 + 4*x over GF(5),
Elliptic Curve defined by y^2 = x^3 + 3*x over GF(5),
Elliptic Curve defined by y^2 = x^3 + x over GF(5)
]
Magma では有限体上の楕円曲線も扱うことができる．基礎体を変更するには
EllipticCurve([K|***]); として指定し，K の部分に基礎体を，*** の部分
に係数を入れる．有限体上の全ての点を列挙するには関数 Points を用いる．




Elliptic Curve defined by y^2 = x^3 + 2*x over GF(5),





















Number Field with defining polynomial x^2 - 5 over the
Rational Field
> E:=EllipticCurve([N|1,1,1,-3,1]); E;
Elliptic Curve defined by y^2 + x*y + y = x^3 + x^2 - 3*x + 1
over N
> MordellWeilGroup(E);
Abelian Group isomorphic to Z/15
Defined on 1 generator
Relations:
15*$.1 = 0
Mapping from: Abelian Group isomorphic to Z/15
Defined on 1 generator
Relations:
15*$.1 = 0 to Set of points of E with coordinates in N




5) 上の楕円曲線 y2 + xy + y = x3 + x2 − 3x+ 1 である（“N|” の
部分がないと Q 上の楕円曲線としてみなされてしまう）．この Mordell-Weil





5)) は Z/15Z に同型である．実は Q(
√
5) 上の楕円曲線で位数 15
の torsion point をもつものは（同型を除いて）この楕円曲線のみである（な
お Mazur の定理から，Q 上の楕円曲線には位数 15 の torsion point をもつ
ものは存在しない）．
> pt3:=Generators(E)[1]; pt3;
(-2*a + 5 : 8*a - 18 : 1)
> 15*pt3;
(0 : 1 : 0)
位数 15の点が (5− 2√5,−18 + 8√5) であることが確かめられる．なお射影
座標における (0 : 1 : 0) は無限遠点 O を表す．
> G,phi:=UnitGroup(N); G;
Abelian Group isomorphic to Z/2 + Z




Mapping from: GrpAb: G to Maximal Order of Equation Order











の生成元は 2 つあるが，1 つ目が位数 2，2 つ目が無限位数であるから，非
自明な 2 つ目を採用し u に格納している．結果として得られた基本単数は
(1 +
√
5)/2 で，そのノルムは −1 である．
> E:=EllipticCurve([N|0,u+1,0,u,0]); E;
Elliptic Curve defined by

















Elliptic Curve defined by y^2 = x^3 + 2*$.1*x^2 + (2*$.1 + 2)*x
over GF(3^2)
Mapping from: CrvEll: E to Elliptic Curve defined by
y^2 = x^3 + 2*$.1*x^2 + (2*$.1 + 2)*x over GF(3^2)
given by a rule [no inverse]
楕円曲線の還元には関数 Reduction を用いる．上は単項イデアル (3) での還
元であり，MaximalOrder は代数体 N の整環 ON を表す．これによって基礎


















最後に Magma に最近実装された関数 EllipticCurveSearch を紹介しよう．
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この関数は Cremona-Thongjunthug による j-不変量を用いた楕円曲線の数
え上げ関数である．導手を指定すると，その導手をもつ楕円曲線を走査する．
走査範囲の大小はオプション Effort で指定する．ここでは Effort=10 で固







Checking for curves with j-invariant 0 or 1728
Checking Q-rational curves with conductors [ 2, 50 ]
72 candidates for discriminants (up to 6th powers)
Preliminary phase took 0.170s
Effort = 10:












Checking for curves with j-invariant 0 or 1728
Checking Q-rational curves with conductors [ 31, 775 ]
432 candidates for discriminants (up to 6th powers)
Preliminary phase took 0.640s
Effort = 10: Found curve with discriminant -372*a - 1271
(norm 923521) and j = 1/29791*(-102400*a + 10518528)
Coefficients: [0, 1/2*(-a + 1), 1, 2, 1/2*(-a - 3)]
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Effort = 10 took 12.200s [memory usage 95M]
> ECS;
[
Elliptic Curve defined by y^2 + y = x^3 + 1/2*(-a + 1)*x^2
+ 2*x + 1/2*(-a - 3) over N,
Elliptic Curve defined by y^2 + y = x^3 + 1/2*(a + 1)*x^2














説する．R を整域とする（今回は簡単のため，R = Q として計算を進める）．
f(x), h(x) を共に R 係数の一変数多項式としたとき
y2 + h(x)y = f(x)





Hyperelliptic Curve defined by







[ <2, 1>, <579485773, 1> ]
C は種数 2の超楕円曲線であり，bad primeは 2と 579485773の 2つである．
> IgusaInvariants(C);
[ -1920, 128878, 177705, -4237683121, -1158971546 ]
f(x) の根の情報を用いて定義される井草不変量 Igusa invariant の計算も可
能である*10．
> pt:=C![1,1]; pt;
(1 : 1 : 1)
> Involution(pt);
(1 : -2 : 1)
楕円曲線の場合と同様，超楕円曲線上の点を扱うことも可能である．なお関数
Involution は，入力された点の hyperelliptic involution であり，-pt と入
力してもよい．
> PointsAtInfinity(C);




Hyperelliptic Curve defined by
y^2 + x*y = x^6 + 3*x^5 + 33*x + 2 over GF(37)
> Points(Cp);
{@ (1 : 1 : 0), (1 : 36 : 0), (1 : 1 : 1), (1 : 35 : 1),
(2 : 8 : 1), (2 : 27 : 1), (5 : 14 : 1), (5 : 18 : 1),
(6 : 32 : 1), (6 : 36 : 1), (7 : 32 : 1), (7 : 35 : 1),
(12 : 7 : 1), (12 : 18 : 1), (13 : 7 : 1), (13 : 17 : 1),
(14 : 2 : 1), (14 : 21 : 1), (16 : 29 : 1), (17 : 1 : 1),
*10 楕円曲線における離散対数問題 ECDLP に基いた暗号理論として楕円曲線暗号が知られ
ているが，超楕円曲線を用いた暗号も存在する．その一つとして，井草不変量を用いて超
楕円曲線暗号を構成する手法が知られている．cf. 松尾和人（他 3 名）「井草不変量を用
いた超楕円曲線暗号の構成について」（On construction of secure hyperelliptic curve
cryptosystems using Igusa invariants）, 電子情報通信学会論文誌 A（J84-A-8, 2001）,
pp.1045-1053.
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(17 : 19 : 1), (18 : 8 : 1), (18 : 11 : 1), (19 : 20 : 1),
(19 : 35 : 1), (21 : 6 : 1), (21 : 10 : 1), (22 : 18 : 1),
(22 : 34 : 1), (24 : 5 : 1), (24 : 8 : 1), (25 : 5 : 1),
(25 : 7 : 1), (27 : 13 : 1), (27 : 34 : 1), (31 : 7 : 1),
(31 : 36 : 1), (32 : 17 : 1), (32 : 25 : 1), (33 : 13 : 1),
(33 : 28 : 1), (34 : 11 : 1), (34 : 29 : 1), (35 : 5 : 1),





Hyperelliptic Curve defined by
y^2 = 19*x^6 + 10*x^5 + 27*x^4 + 10*x^3 + 24*x^2 + 28*x + 1
over GF(37),
Hyperelliptic Curve defined by
y^2 = x^6 + 20*x^5 + 17*x^4 + 20*x^3 + 11*x^2 + 19*x + 2
over GF(37)
]
Symmetric group acting on a set of cardinality 2
Order = 2
超楕円曲線の種数が 2または 3の場合は，曲線の全ての twist を列挙できる関
数 Twists が利用できる．種数が 2の場合は任意の標数で実行できるが，種数
が 3の場合は基礎体の標数が 11以上であり，かつ y2 = f(x)（h(x) = 0）の
タイプの曲線にしか適用できない．
> J:=Jacobian(C); J;
Jacobian of Hyperelliptic Curve defined by




Abelian Group isomorphic to Z/2 + Z/2 + Z/2






Mapping from: Abelian Group isomorphic to Z/2 + Z/2 + Z/2




2*$.3 = 0 to Univariate Quotient Polynomial Algebra in
$.1 over Rational Field
with modulus $.1^6 + 12*$.1^5 + 64*$.1^2 - 4096*$.1 + 8192






円曲線 Cp の Jacobian を使って実験してみたものが次である．
> Jp:=Jacobian(Cp); Points(Jp);
{@ (1, 0, 0), (x^2 + 28*x + 5, 11*x + 36, 2), (x^2 + 11*x + 30,
18*x + 4, 2), (x^2 + 8*x + 16, 12*x + 2, 2), (x^2 + 9*x + 21,
13*x + 28, 2), (x + 32, x^3, 2), (x^2 + 12*x + 19, 34*x + 1, 2),
...（中略）...
(x + 32, 36*x^3 + 32, 2), (x^2 + 9*x + 21, 23*x + 9, 2),
(x^2 + 8*x + 16, 24*x + 35, 2), (x^2 + 11*x + 30, 18*x + 33, 2),




(x^2 + 15*x + 16, 30*x + 24, 2)
> ptj2:=Random(Jp); ptj2;
(x^2 + 6*x + 6, 23*x + 27, 2)
> 2*ptj1;
(x^2 + 23*x + 26, 28*x + 24, 2)
> ptj1+ptj2;
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